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Clasa a XII-a
SOLUTII

Problema 1.
1Y 1 1
Solutie. a)Din inegalitatea (1+;j <e, ke N, deducem: kIn (1+;j <l n (k + 1) -Ink< ; (1)

Scriind inegalitatea (1) pentru k =1;2;...;n si insumand cele n relatii obtinem :

ln(n+1)<1+l+1+...+l.
2 3 n

Cum sirul u, =In(n+1) are limita 4o obtinem lim (1+l+l+...+lj:+oo ............................. 3p
n—>-+oo 2 3 n

b) Metoda I — propusd de domnul prof. dr. Cristinel Mortici

Considerdm sirul b, = > n=3.
n —
bn+1 n— 2 1 1 e o . .
Avem b = — <l-— - Vn 21 (verificarea se efectueaza prin calcul direct)...................... Ip
e n— n n

1 1 ) b
Cum M21————2, Vn =1 obtinem MZ”—“, Vn>3.

a, n n a, "

Dar stimcd a, >0, Va21si b, >0,V n23, deci 221> vy >3,
n+l1 n

. < . a <
Rezulta ca sirul (—”] ESTE CTESCALOT. 1eeuvvreeeeiiiieeeeiiieeeessttteeesetaeeeesttteeesaneeeesaasaeeesansseeessnnseeesannns Ip
n/n23

n n
. a, _a a a
Deci ~%>-3 Vn>3.Cum b, >0, Vn>3avem a, >—>b,, Vn>3. Acum Zak _—32bk.
n D3 by k=3 3 k=3

n
Dar x, =a;+a, +...+a, sidin punctul a) avem ca lim z by = +oo . Astfel obtinem ca
n—>+oo
k=3

sirul x, =a; +ay +...+a, este dIVErZeNt.........ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiic 2p



Metoda 11

Ma—l—%,vna

a, n n
Prin calcul direct se verifica:
2
I 1 n—-n-1 Sn 2

l———— = >17% Yn23
n n2 n2 n—1
-2
Astfel 0btinem 8L > e 1 > 3 et 2p
a n—

n
Déndu-i lui n valori de la 3 1la n-1 si Tnmultind inegalitdtile obtinute, ajungem la:

G4 85 Apy Gy 1 2 n=4 n=3 . 4

as ay a,» a,; 23 n-3 n-2

Avem

Iy 1 gn>3ma, > A R Ip
a3 n-—2 n—2

21
Dar x, =a;+a, +...+a,2a3+...+a, 2a3'zm

n

Din punctul a) avem cd lim z —— =+oo. Astfel obtinem ca sirul x, =a; +a, +...+a, este
n—reo 73
QIVETEENL ..ttt ettt e et e ettt e e bt e e et e e e sab e e e s abee e sbeeeabeeebbeeeabbeeeabbeesabeeeeabeeena Ip
Problema 2.
Solutie. a) Daca A ={x;x,;...;x;} ,atunci {(xf;xg;...;xf)/ne N*} C AXAX..XA.
deiori A

Deoarece multimea AXAX...x A este finita, rezulti ci existd p,qe N, p < q astfel incat

(xlp;xf;...;xip)z( f’;xg;...;xiq), deunde x” =x7, Vxe A. Atunci A(p)=A(G) ccevereererererernen. 3p
b) Prin inmultiri succesive ale x” = x?cu x? 7 avem
o ———

x24-pP = \3a-2p

Rezulti ci x? = x*V9 R vie N*.

} +1, astfel incat (k+1)g—kp >2q, de unde avem k > D 2p

q—p q—p

Notdm cu r=(k+1)g—kp si obtinem r>2gsi x? =x". Atunci x* x"29 =x". x4 de unde

Alegem k >{

x4 =x*""9 pentru V xe A
Alegem a =r—gsiobtinem x* =x>*,Vxe A. Rezultd y=y?, Vye A(a).
Rezulticd y=y> =y’ =..=y", adicd y=y", Vne N'si V ye A(a), asadar A(a)=A(an)....... 2p



Problema 3.

Solutie. a) Fie F primitiva functiei f. Astfel F’= f si obtinem (F - g), =f-g+F-g.

Rezultdca f-g=(F-g) —F-g . Tinand cont ca g’ continud, iar F primitiva functiei f avem ca

© @ AAINITE PIIIMIITIVE . . eeieneeeieeeee e ettt e et e e et e s e e eaae e e e eaeseeeaaeseeeanaseeaaaeseeeanaseeeaneseeennnnns 2
8 p p

b) Pe intervalele (—oo,a] si [b,+o) functia g este strict monotona . Deoarece g este functie surjectiva

si folosind proprietatea de monotonie deducem ca exista limitele: lim g(x)si lim g(x), dintre care
X—>—o0 X—>+o0

una este —oo si cealaltd +oo.

Analizdm cazul lim g(x)=-c §i lim g(x)=+oo, celalalt se trateaza analog.
X—>—o00 X—>+oo

a este punct de maxim strict, deoarece g”(a) # (), 1ar g este strict crescatoare pe (—oo,a).

b este punct de minim strict, deoarece g”(b) # 0, 1ar g este strict crescatoare pe (b,+o0).............. 2p
Considerdm m< A<M, M = g(a), m=g(b). Atunci Fue (—o,a) si ve (b,+o) astfel incat
gu)y=g(v)=4.

Notam [ = (—eo,u] si J =[v,+00), [} =(—e0,A], J; =[A,+0) .

Notam f;:I; = R, f| restrictie a functiei f la I; si g, :I — I; restrictie a functiei g la 1.
g este functie bijectiva, derivabild si cu g (x) #0,Vxel.
Conform punctului a) functia fjo g, -g; admite o primitiva F.
Avem:

(Fosi) 0=(Fogi)(0)(a") ()=

=(£ogoar!)()-si(er! (1)-(s) ()= ()

deoarece

gi(gfl(f))'(gfl)’(f)=(gI°gf1)'(g'l),(t):

=(g1°gf1) (t)=t'=1,Vtel =(-,1]

Deci f are primitive pe (—oo, A]. Asemanator se aratd ca f are primitive pe [A,+o0).
Consideram functia F] primitiva functiei f pe (—eo, 4] si functia F, primitiva functiei f pe [A,+e0).
Determinam functia G primitiva a functiei f :

G(x)={ Fl(x),xSﬂ

Fy(x)+c,x>A’ c=FK(1)-F(4)

Verificam derivabilitatea functiei G in punctul x,=A4.
In concluzie, f admite PHIMIEIVE..........o.vviveeveeeeeeeeeeee oo Ip



